Planche n° 8. Intégration sur un intervalle

quelconque. Corrigé

Exercice n° 1
1) Pour x > 0, x? +4x+1 >0 et donc la fonction f : x — x +2 — v/xZ +4x + 1 est continue sur [0, +o0o[. Quand x tend

3 3
vers 400, X +2 —Vx2 +4x +1 = ~—.
x+2+Vx2+4x+1  2x

au voisinage de +oo, f n’est pas intégrable sur [0;+ool.

. 3 " o
Comme la fonction x — 7 est positive et non intégrable
X

1 T\"*
2) Pour x > 1, 1+ — est défini et strictement positif. Donc la fonction f : x +— e — <1 + —) est définie et continue sur
X X

[1, 4+ool.
1\" e 1 e
Quand x tend vers 400, [ 1+ — ) =exn(+3) = el-ztoli) e = 4o 2 puis f(x) ~ =—. Puisque la fonction
X 2x X x—+400 2X
e
X — P est positive et non intégrable au voisinage de +oo, f n’est pas intégrable sur [1, +ool.
X
Inx
3) La fonction f : x — —r: = est continue sur ]0, +ool, de signe constant sur 0, 1] et sur [T, +ool.
X
1 1 1
~Inx et donc f(x) = o —= ). Comme = < 1, la fonction x — — est intégrable sur un voisinage de 0
x—0 \/7_( 2 ﬁ
a droite et il en eslt de méme de la fonction f. ]
X
e En +oo0, f(x) ~ Iel—x =o0 ) Comme 2 > 1, la fonction x — 2 est intégrable sur un voisinage de 400 et il en est de

meéme de la fonction f.
Finalement, f est intégrable sur ]0, 4+ool.

4) La fonction x — V/x + 1—{/x est continue et strictement positive sur [0, +ool. Donc la fonction f : (\/x +1 \/_)
est continue sur [0, +ool.

1" 1 1 1 2 1
En +oo, In (vx+1— ¢/x) = lnX—&—ln((]—l—;) —1) =§lnx+ln <3 +O( )) :—glnx—ln3+0(;).Par

X2
suite, /XIn (Vx+T— /x) *—gﬁlnx—ln&/)_c—}—o(ﬂ

2
Mais alors x2f(x) = exp (—gﬁlnx—ln3\/§+21nx+ 0(1)) et donc lim x%f(x) = 0. Finalement, f(x) est négli-

X—+00 X—+00

1
geable devant — en +oo et f est intégrable sur [0, +ool.
X

5) La fonction f : x — eV x? =X ogt continue sur (1, +oo[ car, Vx > 1, x> —x > 0.
Quand x tend vers +oo, x2f(x) = exp (—\/xz —x+21nx) = exp(—x + o(x)) et donc x*f(x) — 0. f(x) est ainsi

X—-+00

1
négligeable devant 2 au voisinage de +oo et donc f est intégrable sur [1,4ocol.

6) La fonction f : x — x~ Inx"est continue sur 0, +ool.
e Quand x tend vers 0, x "X = e~ In® x

sur un voisinage de 0 & droite.

— 0. La fonction f se prolonge par continuité en 0 et est en particulier intégrable

1

e Quand x tend vers +oo, x*f(x) = exp (— In?x +2In x) — 0. Donc f est négligeable devant — quand x tend vers 400
X

et f est intégrable sur un voisinage de +oo.

Finalement, f est intégrable sur ]0, +ool.

in(5x) — sin(3
sin(5x) — sin(3x) est continue sur ]0, +ool.

7) La fonction f : x

X5/3
5x — 3x 2 2 2
e Quand x tend vers 0, f(x) ~ 573 — 323 > 0. Puisque 3 < 1, la fonction x +— YE est positive et intégrable sur un
X

voisinage de 0 a droite et il en est de méme de la fonction f.

5
et puisque 3 > 1, la fonction f est intégrable sur un voisinage de +oo.

2
e En +oo0, [f(x)] < 573

Finalement, f est intégrable sur ]0, +ool.
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8) La fonction f : x est continue sur ]0, 1[U]T, +ocol.

Inx
2(x—1)
de 1 & gauche ou a droite.

1 1
e En +oo, x3/%f(x) ~ HTX =0(1). Donc f(x) est négligeable devant =73 quand x tend vers +oo et donc f est intégrable
X X

eEnl, f(x)~ ——

In
2 _1
eEnoQ, f(x)~—Inx=o0 ( ) Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite.
1
~ 5 La fonction f se prolonge par continuité en 1 et est en particulier intégrable sur un voisinage

sur un voisinage de +o0.

Finalement, f est intégrable sur ]0, 1[U]1, 4+ool.

2
—x
9) La fonction f : x — e—m est continue sur ] — oo, 0[U]0, +oo[ et paire. Il suffit donc d’étudier I'intégrabilité de f sur
X
10, +o0l.

1
f est positive et équivalente en 0 & droite & —= et négligeable devant en +oo d’aprés un théoréme de croissances

X

X2
comparées.

+oo X

dx existe dans R et

f est donc intégrable sur ]0, +oo[ puis par parité sur | — oo, 0[U]0, +oo[. On en déduit que J

e VN

Lt e
vaut par parité ZJO W dx.
10) La fonction f : x — Wm est continue et positive sur | — 1, 1[, paire et équivalente au voisinage de 1 &
droite a 2\/_2(1——7()]/2 avec % < 1. f est donc intégrable sur | — 1,11,
11) La fonctionf : x — I est continue et positive sur ]0, 1[, équivalente au voisinage de 0 & droite a xz] 73 et au
voisinage de 1 & gauche a a5 f est donc intégrable sur ]0, 1[.

1

12) La fonctionf : x — est continue et positive sur ]0, 1].

Arccos(1 —x)
En 0, Arccos(1 —x) = o(1). Donc Arccos(1 — x) ~ sin (Arccos(1 —x)) = /T — (1 —x)2 = V2x —xZ ~ V2/x.

Donc f(x)

1
~ ——— et f est intégrable sur |0, 1[.
x—=0 v/2,/x & )
Exercice n° 2

1) Pour tout couple de réels (a, b), la fonction f : x — est continue et positive sur [2, +oo[. Etudions 'intégrabilité

b

o x¢1In” x
de f au voisinage de +o0.
1 a—
ler cas. Sia > 1, x(at1)/2f(x) = ——————— — Ocar > 0 et d’aprés un théoréme de croissances comparées.
x(a=1)/2 1% x x—=+o0
Done f(x) = L C O+ T 1, la foncti L t intégrabl isinage d £l
onc f(x) =0 a2 ) omme > 1, la fonction x — MEESIYG) est intégrable sur un voisinage de +oo et i

en est de méme de f. Dans ce cas, f est intégrable sur [2, +ool.

x(1-a)/2

1-
2éme cas. Sia <1, x(*t/2f(x) = =——— — +oocar
ln X X—+00

a N L i )
> 0 et d’aprés un théoréme de croissances comparées.

a 1
Donc f(x) est prépondérant devant i en +o0o. Comme < 1, la fonction x — ———= n’est pas intégrable

x(a+1)/2 x(a+1)/2
sur un voisinage de +oo et il en est de méme de f. Dans ce cas, f n’est pas intégrable sur [2, +ocol.

dx
3éme cas. Si a =1. Pour X > 2 fixé , en posant t = Inx et donc dt = — on obtient
X

X 1 In X dt
J b dX:J _b
5> xIn°x m2 t

Puisque InX tend vers +0o0 quand X tend vers 400 et que les fonctions considérées sont positives, f est intégrable sur
[2,+00[ si et seulement si b > 1.

En résumé ,
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la fonction x —

est intégrable sur [2,+oo[ si et seulement sia>1ou (a=1et b >1).

x@1In® x

1
(En particulier, la fonction x — n’est pas intégrable sur voisinage de +oco bien que négligeable devant — en +o00).
X

xInx

T
2) Pour tout réel a, la fonction f : x — (tanx)® est continue et strictement positive sur ]O, 5 [ De plus, pour tout réel
1
(x)

x%. Donc f est intégrable sur un voisinage de 0 & droite si et seulement si a > —T.

U s
xde}O,z{, onaf(z—x) =
e Etude en 0 a droite. f(x) o
x—

T, 1 Tt —a L .. T .
e Etude en 5 a gauche. f(x) = ———« ~ (— — x) . Donc f est intégrable sur un voisinage de 5 a gauche si et

Tt pad 2
f (_ _ x) x— 3
) 2
seulement si —a > —1 ou encore a < 1.

U
En résumé, f est intégrable sur ]0, 5 [ si et seulement si —1 < a < 1.

1
3) Pour x > 1, 1 4+ — est défini et strictement positif. Donc pour tout couple (a,b) de réels, la fonction f : x —
X

®|=

1+
1 b .
1+ " —a— ” est continue sur [T, +ool.

1 1 1\ /1 1 1 1 1\ 1 1
En +o0o, (1+—)1n<1+—) = (1+—) (—+O(—2>) ——+O(—2> puis (1+—) —exp(—+0(—2)> =
X X X X X X X X X X
1+1+O(l2) et donc
X X

flx) = u—aufif+o<l>

X—+o00 XZ

e Sia# 1, fa une limite réelle non nulle en +o00 et n’est donc pas intégrable sur [1, +ool.
—b
eSia=Tetb #1, f(x) N T En particulier, f est de signe constant sur un voisinage de 400 et n’est pas intégrable
X—+00 X
sur [T, +ool.

1
eSia=b=11f(x) = O <—> et dans ce cas, f est intégrable sur [1,+ool.

X—+o00 XZ

En résumé, f est intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si a =b = 1.

4) Pour tout couple (a,b) de réels, la fonction f : x +— est continue et positive sur ]0, +-0ol.

x4 (1 4+ xb)
e Etude en 0.
-Sib >0, f(x) o xa et donc f est intégrable sur un voisinage de O si et seulement si a < 1,
x—0 X
1
-sib =0, f(x) ~ =, et donc f est intégrable sur un voisinage de 0 si et seulement si a < 1,
x—0 2x@
-sib <0, f(x) ~ ———, et donc f est intégrable sur un voisinage de 0 si et seulement si a+b < 1.
x—0 xatb

e Etude en +co.

-Sib >0, f(x) et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a+b > 1,

x:>0 xa+b’

1
-sib =0, f(x) o Ixa’ et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a > 1,
xX— X

-sib <0, f(x) S xa et donc f est intégrable sur un voisinage de +oo si et seulement si a > 1.
x—0 X

En résumé, f est intégrable sur ]0, +ool si et seulement si (b > 0eta<1)ou(b<Oeta+b<1))et((b>0eta+b>1)
ou(b<O0eta>1))cequiéquivauta (b >0eta+b>leta<l)ou(b<Oeta>Tleta+b<1).

Représentons graphiquement l’ensemble des solutions. La zone solution est la zone colorée.
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Exercice n° 3

1
1) Soient € et X deux réels tels que 0 < ¢ < X. Les deux fonction x — 1 —cosx et x — — sont de classe C' sur le segment
X

[, X]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X sinx 1—cosx]™ X1 —cosx 1—cosX 1—cose X1 —cosx
dx = |——| + > dx = — + > dx.
e X R . X X € . X
1 —cosx 1 —cosx 1
e La fonction x — ————— est continue sur ]0, +ool, est prolongeable par continuité en 0 car lim ——— = = et donc
x2 1 x—0 X2 2
intégrable sur un voisinage de 0, est dominée par — en +oo et donc intégrable sur un voisinage de +oo. La fonction
X
1 —cosx X1~ cosx
X = ———— est donc intégrable sur 10, +-ool et J ——— dx a une limite réelle quand ¢ tend vers 0 et X tend vers
X X
“+00. ¢
1 —cos X 1 1 —cosX
— | < —etdonc i — =0
17X ‘ SX G TX
1—cose I3 1—cose
e —— ~ —e¢tdonc lim —— =0.
€ e—0 2 e—e €
T sinx
On en déduit que J —— dx est une intégrale convergente et de plus
0 X
+oco - +oo +oo s 2 +o0 2 +oo i 2
sinx 1 —cosx 2sin“(x/2 2sin“ (u sin” (u
J dX:J 72dx:l[ #dx:J %Zduzj z()du.
0 X 0 X 0 X 0 4'LL 0 uw
+oo 3 +o0 s +o00 +oo s 2
sin x sin x 1 —cosx sin” x
L’intégrale J dx converge et de plus J' dx = J ——— dx= J 5— dx.
0 0 x 0 X 0 X

est continue sur ]0, +ool.

< X
2) Soit a > 0. La fonction f : x — bma
X

1
e Sur ]0, 1], la fonction f est de signe constant et 'existence de liH(l) J f(x) dx équivaut a l'intégrabilité de la fonction f
£E— €

1 1

sur ]0, 1]. Puisque f est équivalente en 0 & —, I'intégrale impropre J f(x) dx converge en O si et seulement si a—1 < 1
X 0

ou encore a < 2. On suppose dorénavant a < 2.

1
e Soit X > 1. Les deux fonction x — —cosx et x — — sont de classe C! sur le segment [1,X]. On peut donc effectuer une
X

intégration par parties et on obtient

. X
X S x d — COSX X COSX cos X 4 ] X COS X
X = — —— dx = — cosl —a —_—
. xa+1 Xa 1 Xa+1

dx.
1 x¢ x4 1

CcoSX 1
xa+t1| = Ja+1’

cosx . ..
— 7 est intégrable sur un voisinage de +o00. On

et puique a + 1 > 1, la fonction x +—
xa+

Maintenant, ’

COSX

T dx a une limite réelle quand X tend vers +o0o. Comme d’autre part, la fonction
X

en déduit que la fonction X — J

1
+oo

+cos 1 a une limite réelle quand X tend vers +o0o, on a montré que l'intégrale impropre J f(x) dx converge
1

cos X
X— — Xa

en +o0o.

Finalement
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T ginx

X(l

dx converge si et seulement si a < 2.

Va > 0, l'intégrale J
0

2

3) Soit X un réel strictement positif. Le changement de variables t = x“ suivi d’une intégration par parties fournit :

X X? it i eiX 1 (X eit
Y dx = —dt=3|— = | S dt
J] © J'1 2/t 2 \/?_Fe ZJ'1 3/2

iX oiX it it
Maintenant, lim — = 0 car |—=| = —=. D’autre part, la fonction t — ——= est intégrable sur [1,+oo[ car |5—=| =
" XS too \/Y \/Y \/Y part, 13/2 g [1,+oo[ B2

+oo 5 5
= Ainsi, J e™ dx est une intégrale convergente et puisque d’autre part la fonction x — e™ est continue sur

1
[0, +o0[, on a montré que

+oo

I'intégrale J e dx converge.
0

+oo +o0

On en déduit encore que les intégrales J cos(x?) dx et J sin(x?) dx sont des intégrales convergentes (intégrales de
0 0

FRESNEL).

4) La fonction f : x — x3 sin(x3) est continue sur [0, 4+o00[. Soit X > 0. Le changement de variables t = x* fournit

X 1 X4 1 x4 s
J x3sin(x8)dx:ZJ' sin(t?) dt:ZIm J et dt .

0 0 0

+oo +oo
3

D’aprés 3), J' e’ dt est une intégrale convergente et donc J x3 sin(x®) dx converge.
0 0

5) La fonction f : x — cos(e*) est continue sur [0, +oo[. Soit X > 0. Le changement de variables t = e* fournit

X eX
t
J cos(e*) dx = J 5T 4t
0 1 t

On montre la convergence en +oo de cette intégrale par une intégration par parties analogue a celle de la question 1).
+oo

L’intégrale impropre J cos(e™) dx converge.
0

Exercice n° 4

1) I, existe si et seulement sin > 1.
Soient n € N* et X €]0, +oo[. Une intégration par parties fournit

X X X 2 X 2
1 t t X tc4+1-—1
Jo CES I [(tzmn}ﬁ “L et e “L GRS
X X X 1
-~ _iom| —dt-2n| ——_at.
s 2, e 42| e 4

Puisque les fonctions considérées sont toutes intégrables sur [0, +oo[, quand X tend vers +oco on obtient I, = 2n(Iy —In41)
et donc

n—1
VReEN Ly =1y
n

T
En tenant compte de I1 = 3 on obtient pour n > 2,

I_((271—2)><(2n—3)><(2n—4)...><3><2><1 s (2n—2)! T
h = (Zn—2)x 2n—4) x ... x4 x 22 T oz (7

I =

1
2n—2"2m—-4"""72
ce qui reste vrai pour n = 1.
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oo (2n—2)!
* t =
men ’L err YT meamone

XE
7

/2
x (1+tan? x) dx = J (cos? x) T dx =

+oo 1 /2 1
J o

Remarque. En posant t = tan x, on obtient ———— dt = _
a P Jo (t2+1)m o (T+tan?x)

/2
J sin?™ 2 u du=Wan_» (intégrales de WALLIS).
0

1

+o0o
2) On pose 1= JO m dx.

1 1
La fonction f : x — e est continue sur [0, +oo[ et dominée par —3 en +oo. La fonction f est donc intégrable sur
X X
[0, +ool.

, 1 , 0 1 dt [Tt
Le changement de variables t = — fournit I = — g X = ———3 dt. Donc
X oo 14 1 t o T+t
3
1/ 1 teox T[T x+1 1" 1
Z(JO X3+1 X+JO X3+1 X) ZJO X3+1 x ZJO XZ_X+1 x
1J+°° 1 1 { (zx—1>r°° 1 /= 2n
== dx = — |Arctan | ——— = (=4 =) ==,
2 Jo 12 V3 2 3 V3 ° V3 (2 6) 33
( - z) T\ 7
J*OO 1 27
3 dx = .
o X341 3V3
1
3) Soit n € N*. La fonction f : x est continue et positive sur [0, +oo[, équivalente en +00 a

(x+1D(x+2)...(x+n)

—;- Par suite, f est intégrable sur [0, +ool si et seulement si n > 2.
X

Soit n > 2. La décomposition en éléments simples de f s’écrit

=y
= x+k

avec

M = lim (x +k)f(x) = 1 B (—1)k1

Xk (—k+1D) ... (k+(k=1)(k+XK+1)...(~k+n) (k—=D!n—k)!
(5
__( ])k—] .
n!
C e . 1 & k—1 n
Une primitive de f est donc la fonction F : x — — Z(—U k In(x + k).
n! = k
n n
Quand x tend vers +o0, F(x) = <Z 7\k> Inx + o(1). Cette expression a une limite réelle si et seulement si Z Ak = 0.
k=1 k=1

n

Puisque f est intégrable au voisinage de 400, on a donc nécessairement Z A = 0 puis F(x) tend vers 0 en +o0. Il reste
k=1

rm ! dx = - i(—])kk(“) In(k)
o (x+1Dx+2)...(x+mn) n! k '
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1
4) Puisque a > 0, - n’est dans [0, 1[. Puisque (1 —x)(1 + ax) est strictement positif sur un voisinage a droite de 0 et

que —]a n’est pas dans [0, 1[, (1 —x)(1 + ax) > 0 pour x € [0, 1[. Dans ce cas, la fonction f : x — ] est

(1 —x)(1T + ax)

continue et positive sur [0, 1[.
1 1

(1T —=x)(1 4+ ax) X1 1T+ a)V1—x
f:@x— ! est intégrable sur [0, 1].
(1 —x)(1 + ax)

1
Calcul de [ = J 1 dx pour a > 0.
0 v/ (1T—x)(1T+ ax)

_ u? -2
Pour x € [0, 1], ! 1—x . On pose u = et donc x = PR +1 et dx = 7(2+]);L du.
(1—x)(1—|—ax xV 14+ ax’ \/ +1 (au? +1)

et donc, la fonction f est intégrable sur un voisinage de 1. Finalement, la fonction

On obtient
0 1
1 —2(a+Tu 1
1= du=2| ——— du.
Lux —uZ—HX(auZ—I—])Z u J auz 11
au? +1

1

2 2
Donc, puisque a >0, I = [— Arctan(u\/a)} = — Arctan(y/a).
7 Ve

1
Va>O,J ] dx = —
0 v/ (1T—x)(1+ ax)

1

(ex+1)(e>+1)
fonction f est donc intégrable sur un voisinage de +o00 puis intégrable sur [0, +ool.

5) La fonction f : x — est continue et positive sur [0, +oo[, équivalente au voisinage de +oo & e *. La

On pose u = e* et donc x = Inu puis dx = % On obtient
+oo +oo “+oo
J ] dx = J ! % = J # du = 1

0 (e"—}-])(e*"—}-ﬂ 1 (]+u) <]+l> u 1 (u+1)2 2
u

est continue positive sur [0, +oo[ car pour tout x > 0, 5chx+3shx+4 >4 > 0.

1
5chx—t3shx+4

En +o0, S 3hxid eT et donc f est intégrable sur [0, o0l

On pose u = e* et on obtient

6) La fonction f : x —

J*“ 1 A — J+°° 1 du J+°° 1 4
o bchx+3shx+4 ~ ), 5 1 3 1 ), A +4u+1
U.+E +§ u—a +4

+o00 +oo
J’ 1 1 1
= _— du: _— = —.
1 (Qu+1)2 22u+1)], 6

t+2
7) La fonction f : t+— 2+ (t+3)1n (t——::—él) est continue sur [0, +oo[ et de signe constant au voisinage de +oo. L’intégra-
X

2
bilité de f équivaut donc a l'existence d’une limite réelle en +oco pour la fonction F : x — J (2 4+ (t+3)In <t 1 4>) dt.
0

Soit x > 0. Une intégration par parties fournit
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o t+2\ o [(t+3)2 [t+2\]" 1 Y 1
oo —2e= [ esm () a= |55 ()] -3 ) s (o) &

()
2 X 2
-2 () | e @
2 X
- (X+z3) m(iii)%lﬂ-L (”z<t]+2)_2(t]+4J)dt
(X—;3)21n<7;142‘)+§ln2—x—%ln<zii)—%ln2.

Par suite,

2
Wx > 0. F(x) = x + + (2 +6x+ 8)In [ X2 +am2.
2 x+4

Maintenant quand x tend vers +oo

(X2 Cw(1e ) w2222 8 (Y2 e (L
nx—|—4_n X . x) x x x2 x? x2 ) x X2 x2

et donc
1., x4+ 2 T 2 6 1
E(X +6x 4 8)In <x+4) = E(X + 6x + 8) <_;+x_2+0 <x_2>) =—x—3+0(1)
et finalement F(x) = 4In2 — 3+ o(1). Ceci montre 'intégrabilité de la fonction f sur [0, +oo[ et
X—+00

~+o00 t+2

T
———55 est continue et positive sur [0, +o0[, équivalente en +00 & — et donc est intégrable
(T4x2) 2x3

+oo
x Arctanx
sur un voisinage de +oo. La fonction f est donc intégrable sur [0, 4+o0o[. Posons alors [ = J %
0 X

Arct
8) La fonction f : x — xAreanx

1
ler calcul. On pose u = — et on obtient
X

1 1
: Jo 1 Arctan (a) —du JJroo u (g —Arctanu) . T JJroo w
—= = u = — — _— s
+o0 1\* 0 (u? +1)? 2)o (ur+1)?
(1+ )
uw
] “+00
et donc 21 = g {—m} ; = ;—t ce qui fournit
J+°° x Arctanx - 7r
o (1T+x2)2 -8
2éme calcul. Soit X > 0. Une intégration par parties fournit
JX x Arctanx | { N X] X L] JX | g ArctanX 1 JX U
———— dx = |—=——— Arctan S| =Gt | —
o (1+x2)? 2(x2+1) o 2o x2+1)? 2X2+1) 2)o (x2+1)2
+oo A t -I +oo -I
et quand X tend vers +o00, on obtient J' % dx = —J' ——— dx. On pose alors x = tant et on obtient
o (1+x7) 2Jo (x241)

] 7'(/2 ] 5 7'(/2 5 ] 7'[/2 T
I[=— ———(1+t t)dt =< tdt=- 1 5(2t t=—.
3 Jo e t)2( +tan~t) d 3 L cos“td 2 Jo (1T+ cos(2t)) d 3
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xInx . o L
2 est continue sur ]0, +o00[, prolongeable par continuité en 0 et équivalente en

Inx 1

400 & n—4. Cette derniere expression est elle-méme négligeable en +oo devant —. La fonction f est donc intégrable sur
X X

10, +o0l.

9) Soit a € R. La fonction f : x —

1 1
i oy \u) —au
Calcul. On pose u = " On obtient I = J = —I et donc [ =0.

+oo 1 2 uZ
T+

s
10) La fonction f : x +— y/tanx est continue sur [O, 5 [

1
T a gauche, 0 < Vtanx =

1
2 \/tan(g—x) \/g—x

En

. Ceci montre que la fonction f est intégrable sur un voisinage de

/2
g a gauche. Finalement, la fonction f est intégrable sur [O, g [ On peut noter I = J Vtanx dx.
0
2 2 2u du . Feo 22
On pose u = v/tanx et donc tanx = u” puis (1+tan~x) dx = 2udu et donc dx = T On obtient I = 1—}——u4du'
0
Orut+1T=u*+2u2+1-2u? = (u2 +1 —u\/Z) (uz +1 +u\/§) et donc
u? u? o ( u B u )
T+ut (u2+u\/§+1) (uz—u\/z—H) 22 \u2 —uv2+1 w4 uv2+1
1 u-v2 V2 _ V2 V2
A2 W w2+ ( 1 >2+< 1 )2 NENETV ( L >2+( 1 )2
u—— — u+— —
V2 V2 V2 2
2
Par suite, une primitive de la fonction u +— u“L—}—] sur [0, +oo[ est la fonction
1 u —uv2+1 1
F:u— In + — (Arctan uv2 — 1) + Arctan(uv/2 + 1 )
2V2 <u2 +uv2+1 V2 ( ) ( )
L1 T . B i
On en déduit que I = uEIEOOF(u) F(0) = 7
/2 T
tanx dx = —.
[, Va7
e—at _ e—bt
11) La fonction f : t+— — est continue sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en 0 car f(t) o b—a+o(1)
—

1
et négligeable devant z e +00. Donc f est intégrable sur ]0, +ool.

—at —bt

Soit x un réel strictement positif. Chacune des deux fonctions t — et t —

est intégrable sur [x,+ool et on
peut écrire

+oo ,—at —bt +oco ,—at +oo ,—bt

e — € e e

J ——————a:J a—J at.
x t X t X t

du dt +oo efat +o0o e U +oo ,—bt +oo e
En posant u = at et donc — = —, on obtient dt = —— du et de méme dt = — du
u t t u t u

xX ax xX

et donc

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 9 http ://www.maths-france.fr



bx ] bx e U bx
Maintenant, pour x > 0, ’encadrement e_bXJ' —du < J —du < e_aXJ' — du fournit
ax u ax u ax u

b bx g—u b
e %In (—) < J ¢ du<e “*ln (—)
a ax u a

J+OO efat _ efbt

x

et le théoréme des gendarmes fournit lin%)
x—

bx g—u b
dt = lim J — du=In <—) Finalement,
x—0 a

ax

+o00 e—at _ e—bt b
pour tous réels a et b tels que 0 < a < b, J' — dt =1In (—)
0 a

Exercice n° 5

T
La fonction f : x — In(sinx) est continue sur }O, E} De plus, quand x tend vers 0, In(sinx) ~Inx = o ( ) Par suite,

T
Vx

f est intégrable sur] 0, E}

2
/2 /2 T
1) Soient I = J In(sinx) dx et | = J In(cosx) dx. Le changement de variables x = 5~ t fournit | existe et | = L.
0 0
Par suite,
/2 m2 (2 In2 1 (7
2l =1+4] :J In(sinx cosx) dx = _rn —|—J In(sin(2x)) dx = _rns + —J In(sinu) du
0 2 0 2 2 Jo
In2 1 T In2 1 0 In2
__ e 1+J In(sinw) du | = — 222 4 2 1+J In(sin(rt — t)) (—dt) | = — 22 11,
2 2 72 2 2 72 2
2
Par suite, I = _7t1n .
2
o k7t k7
2) Pour n > 2, posons P, = Hsin <£) Pour 1 <k<n—-—1,ona0< n < 5 et donc P, > 0. D’autre part,
k=T
. (2n—Kk)m\ . [(km . L.
sin ( o =sin | 5 et sin I 1. On en déduit que
2n—1
k7t
2 _ in [ o=
P = H sin <Zn)’
k=1
puis
2n—1 ixn/(2n) _ ,—ik7w/(2n) 1 2n—1 2n—1
2 _ € € — _eikm/(2n) _ p2ikm/(2n)
Pn_H 5 _(21)2n71H(eL7T n H 1 e2ikm/(2n
k=1 k=1 k=1
1 2n—1 1 2n—1
_ _1y2n—1(,—in/2y2n—1 _ 2ikm/(2n) _ p2ikm/(2n)
_(21)2n71(1)n (6171 )n g(1 e2ikm n)_22n1g(] e2ikm n)

Maintenant, le polyndéme Q unitaire de degré 2n — 1 dont les racines sont les 2n — 1 racines 2n-émes de 'unité distinctes
de 1 est

X -1
X—1

=T+ X+X2+ . 4 X!
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2n—1
et donc H (1 — eﬁkﬂ/(zn)) = Q(1) = 2n. Finalement,
k=1

n—1
k 2
||sin(—7t>=Pn= _11:@
n 22n—1 n—1

k7t s .
Pour 0 < k < n, posons alors xx = — de sorte que 0 = xg < X1 < ... < Xn = = est une subdivision de [0,

n 2 :| a pas

oA

tant égal & —
constant egal a —.
& n

T T
Puisque la fonction x +— In(sinx) est continue et croissante sur }O, E}’ pour 1 <k<<n-—1 ona Zln(sin(xk)) <

Xk +1
J In(sinx) dx puis en sommant ces inégalités , on obtient
Xx

T /2
—In(Py) < J' In(sinx) dx
n m/(2n)

Xk +1
De méme, pour 0 <k <n—1, J

U
In(sinx) dx < I In(sin(xy1)) et en sommant
Xk

/2 T
J In(sinx) dx < =— In(Py).
o 2n

7t/(2n)

T ln(Pn)—I—J In(sinx) dx <1<
2n 0 n

T In(P,.). Mais In(P,,) = nn (n—1)1In2 et donc T In(P)

Finalement, ¥n > 2,
nalement, vn 2 2T1

mtln2 m/(2n)
tend vers 5 quand n tend vers +oo et comme d’autre part, J In(sinx) dx tend vers 0 quand n tend vers +oo
0
min2

U
(puisque la fonction x : — In(sinx) est intégrable sur }O, E} ), on a redémontré que I = — >

Exercice n° 6

1
est continue et positive sur ]0, 1[, négligeable devant — quand t tend vers 0 et prolongeable

Vi

La fonction f : t—

nt
t—1
par continuité en 1. La fonction f est donc intégrable sur ]0, 1[.

Pour t €]0,1[ et n € N,

Pour t €]0,1] et n € N, posons f,(t) = —t"Int.

1
Soit n € N. Chaque fonction fy, 0 < k < n, est continue sur ]0, 1] et négligeable en 0 devant —. Donc chaque fonction fy

Vi

L . . R . " nt Int K
est intégrable sur ]0, 1] et donc sur ]0, 1[. Mais alors, il en est de méme de la fonction t — T T + Z t“Int et
k=0

n

noo.l

J’ thi: dt:—ZJ

0 k=0"0

T in+1
1 nt
t“lnt dt+J Mt
o t—1

e La fonction g : t— est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 et en 1. Cette fonction est en

particulier bornée sur ]0, 1[. Soit M un majorant de la fonction |g| sur ]0, 1[. Pour n € N,

1 1 1 1
" nt M
J Mgt < J thg(t)] dt < MJ th At = —
o t—1 0 0 n+1
Tt Int !
Par suite, lim J ———— dt =0. On en déduit que la série de terme général —J t*Int dt converge et que

no+oo Jg t—1 0
1 +oo 1
Int J

dt = E (—t*Int) dt.

Jo t—1 090
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e Soit € €]0, 1[. Pour k € N, une intégration par parties fournit

k+1 1 1 k+1 okt
t lnt} 1 J’ o € Ine T—¢
. k41

1
_ 1k — | —
J( tint) dt [ T . P R (I

€

1

Quand ¢ tend vers 0, on obtient L (—t®Int) dt = CESIEE Finalement,

Exercice n° 7

t J—
La fonction f : t+— est continue sur ]0, 1[, prolongeable par continuité en 0 et 1 et donc est intégrable sur 10, 1[.

In

t 1
Soit x €]0, 1[. Chacune des deux fonctions t — It et t— It se prolonge par continuité en O et est ainsi intégrable sur
n n

X ¢ x X
J ! ]dt:J Ldt_J 1
0 Int Olnt Olnt

x * 2t >
Dans la premiére intégrale, on pose 1 =t et on obtient J — dt = J — dt = J —— du et donc
0 Int 0 ln(t ) 0 Inu

2 2
X1 X X x
| ra=| pre-| pra-| e
o Int o Int o Int , Int

On note alors que, puisque x €]0,1[, x*> < x. Pour t € [x?,x], on a tlnt < 0 et donc

10, x]. On peut donc écrire

t 1 x2
< ——=— < —— puis par
tint S tnt  Int > tint PP

X

x -I x XZ
croissance de l'intégrale, J —_— < J —dt < J —— dt et donc
x2 tlnt x2 Int x2 tlnt

2

X ‘I Xz] X2 ‘I
g | ppaesx] gna
, tint , Int . tint

X2

1
—— dt =In|In(x?)| —In|Inx| = In2 et on a montré que, pour tout réel x de J0, 1],

Maintenant, J
tint

X

X J—
tod dt <xIn2

xZ1n2 gJ

0 Int

Quand x tend vers 1, on obtient

Exercice n° 8

2 ost continue, positive et intégrable sur [0, +00[. De plus, quand t tend +oo,

42 1\ 12\
et ~ 1+P et =3¢ .

D’aprés un théoréme de sommation des relations de comparaison, quand x tend vers +oo,

“+o00 “+o0 /
2 L _ e
L e dt L < 2te ) dt = ZXe ,

(© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 12 http ://www.maths-france.fr
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et donc

T cosx

2) Pour a > 0 fixé, J'

a

dx converge (se montre en intégrant par parties (voir exercice n°3)) puis

+oo a +oo a
CoSX CoS X CoS X CoS X
J > dx:—J > dx+J X ax = —J dx +0(1)
a X 1 X 1 X a—0 1 X
4 ¢ 1 —cosx ¢ 1 —cosx
= —J —dx+J ;dx—FO(]) = —lna+J ;dX—FO(]).
a—0 1 X 1 X a—0 1
1 —cosx X 1 —cosx
Maintenant, S oosx ~o 2 et en particulier, ———— tend vers 0 quand x tend vers 0. Par suite, la fonction x +—
X X— X

1 —cosx

¢ 1 —cosx

particulier, J ——— dx a une limite réelle quand a tend vers 0. On en déduit que J
1 X

finalement

3) Soit a > 0.

1
1 1
L (x3+a2_¥) dx) =

1
1 1 1
Donc, J S—5dx = —S+o (—2> ou encore
0o X°+a a—+oo A a

1
1 1
- dx— —
J0X3+a2 x (12

Exercice n° 9

e Domaine de définition. Soit x € R.

Si x < 0, la fonction t — —— n’est pas définie sur [x, 0[C [x,x?] et f(x) n’est pas défini.

Int

1
Si0<x <1, [x%x] clo,1[. Donc la fonction t — —— est continue sur [x
n

strictement positif car Int < 0 pour tout t de ]0, 11.

2

est continue sur ]0,1] et se prolonge par continuité en 0. Cette fonction est donc intégrable sur ]0,1] et en

COSX

dx = —Ina+ O(1) et
a—0
13 1
(03 + a2)a? dx:g

,x]. Dans ce cas, f(x) existe et est de plus

Six > 1, [x,x?] C]1,4o00[. Donc la fonction t — It est continue sur [x,x%]. Dans ce cas aussi, f(x) existe et est strictement

.. n
positif.

Enfin, f(0) et f(1) n’ont pas de sens.

f est définie sur D =]0, 1{U]1, +o0[ et strictement positive sur D.

1
e Dérivabilité. Soit I I'un des deux intervalles ]0, 1[ ou ]1,+oo[. La fonction t +— It est continue sur I. Soit F une
n

primitive de cette fonction sur I.

Si x €]0,1[, on a [x?,x] C]0,1[ et donc f(x) = F(x?) — F(x). De méme, si x €]1,+ool, [x,x?] C]1,+oo[ et donc f(x) =

F(x?) — F(x).
On en déduit que f est de classe C' sur D. De plus, pour x € D,

frx) = 2P (x2) — (o) = =~ 1L X1

In(x?) Inx Inx

© Jean-Louis Rouget, 2015. Tous droits réservés. 13

http ://www.maths-france.fr



e Variations. f’ est strictement positive sur ]0, 1[U]1, +oo[ et donc f est strictement croissante sur ]0, 1[ et sur ]1, +oo[
(mais pas nécessairement sur D).

1
e Etude en 0. Soit x €]0,1[. On a 0 < x? < x < 1 et de plus la fonction t — Lt est décroissante sur [x?,x] CJ0, 1[ en tant
n
—x? J" 1 x — x2
<

— dt <

qu’inverse d’une fonction strictement négative et strictement croissante sur ]0, 1[. Donc, >
w2 Int In(x?)

Inx
puis
x? —x x? —x

¥ €10, 11 2Inx S T

On en déduit que lir(r)l+ f(x) = 0 et on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (on note encore f le
x—
prolongement).

x—1
Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, f’(x) = T tend vers 0. Ainsi,
nx

- f est continue sur [0, 1],

- f est de classe C! sur ]0, 1],

- f’ a une limite réelle quand x tend vers 0 & savoir 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe C! sur [0, 1] et f/(0) = 0.

e Etude en 1. On a vu au n°7 que lin% f(x) =In2 (la limite & droite en 1 se traite de maniére analogue). On prolonge f
x—

par continuité en 1 en posant f(1) =1n2 (on note encore f le prolongement obtenu).
Ensuite quand x tend vers 1, f/(x) tend vers 1. Donc f est de classe C' sur R* et /(1) = 1.
En particulier, f est continue sur R™ et d’aprés plus haut f est strictement croissante sur RV,
2 _x f(x)
. Donc f(x) et —~ tendent vers +o0o quand x tend vers 4+oo. La courbe

e Etude en +o00. Pour x > 1, f(x) > "
n

représentative de f admet en +00 une branche parabolique de direction (Oy).

Inx —
e Convexité. Pour x € D, f”(x) = ———*—

n
En 1, en posant x =1+ h ou h tend vers 0, on obtient

hZ
(1+h)1n(1—|—h)_h (]+h)<h—7+o(h2)>_h 1

0 +h) = O0+n)Z(1+h) h2 + o(h?) =z ol

1
f est donc de classe C? sur ]0, +oo[ et /(1) = 7
1
Pour x # 1, f”(x) est du signe de g(x) = Inx — 1 + < dont la dérivée est g’(x) =

—1
= —5— La fonction g est

1

x %2
stictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1,+oo[. Donc pour x # 1, g(x) > ¢g(1) = 0. On en déduit
que pour tout x €]0,+ool, f”/(x) > 0 et donc que f est strictement convexe sur R*.
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e Graphe.

Exercice n° 10

(~1)E
La fonction f : x —

X
Soient X un réel élément de [2, +oo[ et n = E(X).

X (_11E(x) n—1 k41 (_11E(x) X (_1)E(x) n-1 X (_1)E(x)
J de:ZJ derj ED77 - (—1)kln(1+l)+J D7
1 X k X

k X

est continue par morceaux sur [1,+oo[ et donc localement intégrable sur [1,+ool.

k=1 n X k=1 n

X (—1)EK) X—n 1 . . )
Or, —— dx| < — < TX) Cette derniére expression tend vers 0 quand le réel X tend vers +oo et donc

n X n

X (1 )E(x)
1
im [ EH— axo

X—+400 |y X

1
D’autre part, la suite <(—1)k In (1 + —>) est de signe alternée et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La
k>1

1
série de terme général (—1)* In (1 + E) , k > 1, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées ou encore, quand

n—1
1
le réel X tend vers +oo, Z (=) ¥1n (1 + E) a une limite réelle.
k=1
X (_ )E(x) +o0 (_] E(x)

Il en est de méme de J dx et l'intégrale J dx converge. De plus

1 1

+o00 (_])E(x) +oo N 1
J ——dx=)} (-1)*In (1 *E)'

n=1

+o00 2n
1 1
Calcul. Puisque la série converge, on a Z(—Ukln <1 + E) = lim Z(—Ukln <1 + E) Pour n € N*,

n—-+4oo
k=1

k=1
2n 1 = 1 1 - (2k—1)(2k +1)
Sevm(ig) =L (n(remm) (0 w)) - 2 (B )

k=1
2
n((] X3 X...x (2n—1))? X2(2n+1)) —In (L « ((Zn)!) X (2n+1)>.

2x4x...x(2n 24n (n!)2

p—
—

D’aprés la formule de STIRLING,
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Exercice n° 11

1) Puisque f est continue, positive et décroissante sur [1,4o0[, pour x > 2 on a

0 < xf(x) =2 (x - ;) f(x) < zr f(t) dt =2 <J+w f(t) dt — Jm f(t) dt)

x/2 x/2 x

Cette derniére expression tend vers 0 quand x tend vers +oo car T est intégrable sur [1,4oo[. Donc si f est continue,

1
positive, décroissante et intégrable sur [1,+oo[ alors f(x) = o (—)

xX—r+00 X

Exercice n° 12

1
L’inégalité [ff”] < 3 (fz + f”z) montre que la fonction ff” est intégrable sur R puis, pour X et Y tels que X < Y, une

intégration par parties fournit

Y Y
J 2(x) dx = [F(x)f"(x)]x —J f(x)f"(x) dx.
X X

Puisque la fonction f'? est positive, 'intégrabilité de f'2 sur R équivaut a l’existence d’une limite réelle quand X tend vers
Y

—oo et Y tend vers +o0o de J f'2(x) dx et puisque la fonction ff” est intégrable sur R, I'existence de cette limite équivaut,

X
d’aprés Iégalité précédente, a I'existence d’une limite réelle en +o0o et —oco pour la fonction ff’.

“+oo
Si f’? n’est pas intégrable sur R* alors J f?(x)dx = 400 et donc liI_'I_l f(x)f'(x) = +oco. En particulier, pour x
0 X—+00

1
suffisament grand, f(x)f’(x) > 1 puis par intégration Z(fz(x) —f2(0)) > x contredisant I'intégrabilité de la fonction f* sur

R. Donc la fonction f'2 est intégrable sur R et la fonction ff’ a une limite réelle quand x tend vers +oo.
De méme la fonction f’? est intégrable sur R~ et la fonction ff’ a une limite réelle quand x tend vers —oo.
Si cette limite est un réel non nul £, supposons par exemple £ > 0. Pour x suffisament grand, on a f(x)f’(x) > { puis par

1
intégration z(fz(x) — 2(0)) > €x contredisant de nouveau l'intégrabilité de la fonction f2. Donc la fonction ff’ tend vers

0 en +o00 et de méme en —oo.

+oo “+oo

f2(x) dx = —J f(x)f" (x) dx.

—00

Finalement, la fonction f’? est intégrable sur R et J

—00

D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

+00 2 +00 2 +oo 2 +00 2
(J 2(x) dx) :(—J f(x)f" (x) dx) <(J 2(x) dx) (J 2 (x) dx).

Puisque les fonctions f et f” sont continues sur R, on a 1’égalité si et seulement si la famille (f, ") est liée.

Donc nécessairement, ou bien f est du type x — A ch(wx) + Bsh(wx), w réel non nul, qui est intégrable sur R si et
seulement si A =B = 0, ou bien f est affine et nulle encore une fois, ou bien f est du type x — A cos(wx) + Bsin(wx) et
nulle encore une fois.

Donc, on a I’égalité si et seulement si f est nulle.
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